Absztrakt

Dolgozatomban egyhosszusagu, egyik végén befogott, masik végéndyiigneg-
tamasztott, a goimol = tavolsagra, egyetlen koncentralbeel terhelt, allandé ke-
resztmetszetll konzolon keresem a teher legkdiflearebb helyzeteit, kis elmozdula-
sok feltételezésével, kulonbdxritériumok alapjan: A) képlékeny csuklék egyidejl
keletkezése, B) maximalis nyomaték linearisan rugalmaagmpdell esetén, C) ma-
ximalis (globalis) lehajlas linearisan rugalmas anyageflogsetén. Ezen kérdésekre
a kovetkep valaszt kaptam Blaple programcsomag felhasznalasaval:

ra=2c=(2-1)I, ap= %\/gl,
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1. Bevezetés

1.1. Elbzmények

Miegyetemi tanulmanyaink sorfidurutzné, 2003 tartok igénybevételének megha-
tarozasanak alapwin két vizsgalati médszerével ismerkedtliink meg, att@dég,
hogy a vizsgalat folyaman mely paramétert tekintjik vatak, melyet rogzitettnek.
Vizsgalhatjuk a tarto igénybevételeit:

A) egy rogzitett helyzetl (alld) teheregyuttes hatasdreghatarozva igy az adott
mechanikai jellema valtozasat a keresztmetszet helyzet§dekaltozasa fiigg-
vényében : ezen fliggvényeket neveztik igénybevételiamési figgvények-
nek[C (£)]. [1.A abra] Ezek meghatarozaséaval statikai €s szilardsatanul-
manyaink soran foglalkoztunk.

B) egy mozgd egységérhelyzet-valtozasa fiiggvényében egy rogzitett helyzetii
keresztmetszetben keletkekiilsd vagy bel§ hatas valtozasat; ekkor hatasfiigg-
vényi®l (hatasabrarol) beszélink (x)]. [1.B &bra]

A) B) @)

i
fé— |

1. abra.

A) Tarto C (&) igénybevételi abraja,B) Tarté C (x) hatasabrajaC) Tarto C (&, z)
lehetséges igénybevételi dbrajeufutzné, 2003

Jelen dolgozatnak nem célja a fenti kérdéskor bemutatagel, aat a szakirodalom
részletesen tartalmazza&yrutzné, 2003Koranyi, 1962 Roller, 1993 Természetes
kérdésként védik fel azonban a szerkezetre legveszélyesebb tehenddlgallapita-
sa, melynek soran a tart6 igénybevételeit vagy lehajlasdt aaltozo (¢, x) fugg-
vényében egyszerre vizsgaljuk (példaként emigkdtak- és hiddaruk terhei, hidak
mozg6 jarmuUterhei). A kérdés fontossagara Kurutiadutzné, 2003]is ramutat;

a kétvaltozos feladatot az Un. lehetséges igénybevéteivabszemléltetiC (¢, z)].
Ezen abra a tartd minden egyes keresztmetszetében megaggagbeveételek lehet-
séges ertékeit adott nagysagu és elhelyezkedési, ded/édtberallas esetén, tehat



minden keresztmetszethez egy intervallumot rendel (latem-abra). A fent emli-
tett feladat-tipusokat az 1. tdblazat foglalja 6ssze.

A kétvaltozos feladatra, melyet az 1.C abran illusztrasbegrtekl figgveny szemlél-
tet, dolgozatomban analitikus valaszt kivanok adni.

A fogalom Ateher | Akeresztmetszet A fliggvény
helyzete(x) helyzete §)
igénybevételi abra rogzitett véaltozo c(¢)
igénybevételi hatdsabra véaltozo rogzitett C(x)
lehetséges igénybevételek abraja valtozo valtoz6 C,x)
1. tAblazat.

Igénybevételi vizsgalatok tipusdurutzné, 2003]

1.2. A feladat ismertetése

Adott egyl hosszusagu, egyik végén befogott, masik végéndy@ignegtamasztott,
allandé keresztmetszetli konzol, melyet a @iy« tavolsagra, egyetlen koncent-
ralt e®vel terhellink. Jeldlj€ a vizsgélt keresztmetszet géoggmegtamasztastol mért
tavolsagat! [2.4bra] A nyomatékot dZ (¢, =), a lehajlast av (¢, =) kétvaltozos figg-
vénnyel irjuk le, ahoh < ¢ <[,0 <z <.
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2. abra.
A vizsgélt egyszeresen hatarozatlan tarto

Keressik a teher legkedv@ienebb helyzeteit, kis elmozdulasok feltételezésével,
kUlonbdd kritériumok alapjan:

A) képlékeny csukldk egyidejl keletkezése

Keressuk azom = x4 teherallast, melynek fennéllasa esetén az egyszeresen
hatarozatlan tarté egyetlen Iépésben alakul mechanizmézscsak ugy lehet-



B)

C)

seéges, ha/ (I, x) befogasi-, illetvel (z, x), F' erd alatt fellé@® nyomaték egy-
szerre éri el gy, képlékeny hatarnyomatékot; vagyis keressuk azea x4
teherallast, mely esetén az

M (l,x) =M (z,x) (1)

egyenlet teljesil. [3.A abra]

maximalis nyomaték linearisan rugalmas anyagmodelBaeset

Keressuk azon: = xp teherdllast ég = ¢p poziciot, melyekre ad/ (¢, x)
fuggvény felveszi globdlis maximumat. [Ezt illusztralja3aB dbraéz = [
esetén]

maximalis (globalis) lehajlas linearisan rugalmas anyagdell esetén

Keressuk azon = x¢ teherallast é§ = ¢ poziciot, melyekrev (¢, x) figg-
vény felveszi globalis maximumat. [3.C 4bra]

M (1x) M (&x) max

IS AN

/RSN NI R .

M (x,x)

w (&x) max
X=XA4 L X=XB L X=xc
| H}I
L &p=l1 L f:f(‘
4 A —A
A) B) C)
3. bra.

Pesszimalis teherdllas vizsgalati szempontjai: A) Kémélcsuklok egyidejl
keletkezése B) Maximalis nyomaték keletkezése- | esetén C) Maximalis lehajlas

keletkezése



2. Feladatmegoldasok

2.1. Képlékeny csuklok egyidejl keletkezése

A hatérozatlan tartét émodszerre]Roller, 1995]megoldjuk: tekintsuk torzstartbnak
a befogasi nyomaték-kényszer eltavolitdsaval kapotbkétsza tartét. Meghataroz-
zuk ejy egység- €s, terhelési ténydit:

(P =a2*2F 1
0= 6l  EI @)
[ 1
YT ©
A kompatibilitasi egyenletdl ) (I, z) befogasi nyomaték meghatarozhato:
elg (12 —2a2?)aF
M == 4
(Lx) 611 2l2 ( )

Az Ferd alattiM (z, z) nyomaték értékét felirva, (1) egyenlétla keresett: = x4
teherallas egyértelmiien meghatarozitato x 4 feltétel mellett.

| —z)zF 1?2 — 2?)2*F
PR B BT

(5)

r=1x4=(V2- 1)l (6)

A kapottr = x4 erteket (5) egyenletbe visszahelyettesitve kapjukiag, képle-
keny hatéred értekeét:

Frap = (7)
T VAVE- D2 VD)

Tehat abban az esetben, Raer6 a gords tamasztdl szamitatt = 4 = (V2 —
1)l tavolsagra helyezkedik el, az egyszeresen hatarozatienetgy 1épésben alakul
mechanizmussa; ekkor a szerkezet globalis tartaléka ralisna képlékeny hatarér
értékét a (7) egyenlet adja meg.

2.2. Maximalis nyomaték linearisan rugalmas anyagmodell esetén

A 2.1 szakaszban meghataroztuk aztraz x 4 teherallast, amely fennallasa esetén a
befogasi nyomaték megegyezik B0 alatt keletke@ nyomatékkal [4.B abra]. Eme
specialis teherallast kivéve a tarté minden més teherédésen csupan egy nyomate-
ki maximum-ponttal rendelkezik, mely a teher helyzétéiggden vagy a teher alatt,
vagy a befogas helyén alakul ki; ez a pont adédéplékeny csukld kialakulasanak
helye. Azz < x4 feltétel fenndllasa esetén e nyomatéki maximiirar alatt alakul



ki (¢ = z) [4.C abra], mig az 4 < x esetben a befogasnal keletkeZzik£ [). [4.A ab-
ra] Célunk a valtozo teherallas hatasara kialakul¢¢, ) nyomaték maximumanak
€s az ehhez tartozo= x teheréllas meghatarozasa.

M (lx) M (lx) M(lx)
?I ) N L= =
M (x,x) M (x,x) M (x,x)
L X>x4 L X=x4 X<x4
A) B) ©
4. abra.

A nyomatéki maximum alakulasa a teherallas fiiggvényében

A megoldas menete a kdvetkezmeghatarozzuk/ (z, ) ésM (I, x) figgvénye-
ket; megkeressik maximumuk helyét:= zp; ill. x = x5,. Ezen helyeken fellép
nyomatéki maximumokat jeldlje rendie (zp1,251) = Mpy ill. M (I, 2py) = Mpo;
célunk(Mp,Mps) értékek)M 5 maximumanak meghatéarozasa.

A gorgds tamasznal fellépF’, erd edmaodszerrel kiszamolhato, értéke:

1 F(x® — 3122 + 213
Rl L ®

T < x4 esetén:

M (z,z) = —Fyx )
F, (8) értékét (9) figgvénybe behelyettesitve:

1 F(x3 — 3%z + 213)z

M(a:,:v):—2 E

(10)

T4 < x esetén:

M (l,x) = —Fal+ F(l — x) (11)
F, (8) értéket (11) figgvénybe behelyettesitve:



1F(x3 — 3%z + 213)
2 [2
Hatérozzuk med/p, értéket! Jeldlje a nyir6érfuggvenytV (£, x), melyre

M((l,z)=— + F(l—x) (12)

d
d§
Jelen esetbefi= z:
F(223 — 312z + 1P
Vi) = - LECe D) (14)
M (x, x) nyomatéki flggvénynek szé&értéke lehetséges, ha
V(xBl,xgl) =0. (15)

Az 0 < x < za kezdeti feltétel figyelembevételével (14) és (15) egyehldil
x = xp1 egyértelmien kifejezhét

V3 —1
2
A kapottz = xp, értéket (10) egyenletbe behelyettesitve kapilil értékét:

l (16)

r =Xp1 =

—1—36(\/§ —3)(V3—1)Fi (17)
Hasonléan hatarozzuk médg, értékét! (13) egyenletid, ¢ = [ fennallasa esetén:

Mp1 =

Vl.x) = %w (18)

Hasonldan a (15) feltételhez, most is azt vizsgaljuk, amiko

V(l,22) = 0. (19)

Az x4 < x < [ kezdeti feltétel figyelembevételével (18) és (19) egyehldil
x = x o egyértelmien kifejezhét

T =gy = %\/ﬁz (20)

A kapottzr = x g, értéket (12) egyenletbe behelyettesitve kapili értéket:

1
Mgy = §\/§Fz (21)

Mp, és Mp, széldértékeket 6sszehasonlitva az utébbi érték a nagyobblabszo
értékd, tehat a tarton kialakulg (£, ) nyomaték maximalis/z értéke:



1
Mg = §\/§Fz, (22)

mely a gor@s megtamasztastol szamitoff = zp, = %\/§l teherallas esetén, a
befogas helyén alakul ki.

2.3. Maximalis (globalis) lehajlas linearisan rugalmas anyagmodell
esetén

Tartok lehajlasaval kapcsolatos legkeddbenebb teherallas vizsgalatanak relevanci-
ajat mi sem tamasztja jobban alé, minthogy a szerkezetakdstinak maximalis érté-
két szabvanyokban hatarozzak meg. A kovetkdezrdésekre keressik a valaszt: val-
tozo F teherallas esetén a tarté mely pontjaban alakul ki maxgéfiajlas, mennyi
ennek az értéke, illetve milyen teheréllas eredményekénejre.

A Mohr-analdgia alapjan a nyomatéki fiiggvény egyszeresgndlasa soran a tartd
[ M(&,z)ds = 9 (&, x) tengelyelfordulas-figgvényéhez, mig ezt integrélva &tar
[ 9(&, x) d§ = w (&, x) lehajlas-figgvényéhez jutunk az alabbi peremfeltételplefi
lembevételével:

[.) M (0,z) = 0 acsukléban a nyomaték zérus
1) ¥ (l,z) = 0 abefogasban az elfordulas zérus
) w(l,z) = 0 abefogasnal az elmozdulas zérus
IV.) w(0,2z) = 0 a csukléban az elmozdulas zérus

V) 9 (&, z) folytonos0 < ¢ < [ intervallumon

VL) w (&, z) folytonos0 < ¢ < [ intervallumon

Keressukw (£,x2) = 0 globalis maximumat, illetve az ehhez tartozd er= z¢
helyzetét.

A gorgds tdmasznal felléperdt jeldlje F4, mely ismert érték, lasd (8) egyenlet.
M (&, x) nyomatékfuggvényt felirva, az @lintegralas elvégzésével a kovetbered-
meényre jutunk:

Y ha¢ <z (a)
M(,x)—{ ﬁAg_F(fg—x) haz <&  (b)

(23)



Ea& 4 ¢ ha¢ <z (a)

1
I x) =14 17 poie
{ EPGE) LD haz <€ (b)

(24)

ahol C és D integralasi konstansD konstans értéke 1l.) peremfeltétel és (24 b)
egyenletekbl meghatarozva:

 LI(Fal — FL+ 2Fx)
2 EI

Az V.) peremfeltétel alapjam = x4 esetben (24 a) = (24 b), mel§bC' konstans
meghatarozhato.

D= (25)

B 1 F2? — Fyl? + FI? = 2lFx
2 EI

C ésD értékeket (24) egyenletbe visszahelyettesitve kapjigk ) tengelyelfordulas-
fuggvényt:

C (26)

1 FaA&24Fz2—FAI24FI2—2IFx
I, ) %FA§2—F£2+2€!x§—FAl2+Fl2—2lFx Ea§ =7 (Z)
2 EI ar < 5 ( )

(27)

A kapottd (&, z) tengelyelfordulas-fuggvény integralasaval kapju¥, =) lehajlas-
flggvényt. H integralasi konstans Ill) peremfeltétélb G konstans IV) peremfelté-
telbdl szamithat6. Ezek alapjan:

w8 LEAC PR AR FREAPSE ha¢ <z (a)
,T) = %%FAgs_%F§3+Fa:§;—IFA12§+Fl2§—21F$f +H hazx <& (b)

(28)
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 LU(=2Fa® + 2F1® — 3Flx)

H —
6 El

(29)

G=0 (30)

A VL) peremfeltételldl kbvetkeDen a kapotf! ésG konstansokat, illetve = x 4
értéket (28) egyenletbe visszahelyettesitve megkapju&rtekét, amely megegyezik
a (8) egyenletben meghatarozott értékkel-t behelyettesitve (27), (28) egyenletek-
be:

1 FP(—€2234-3¢2122 2621341223 414 x)
Iz =] T TET ha¢ <z (a)
) 1 Fa(—€22243¢212 413 +12a%4+14) haz < § (b)

4 BEI
(31)
1 FE(—£223+38%120 26213 —622 13431223+ 314 x)
w( 737) = { 112 Fm(7§3x2+3£3l276£l23l {r3512x2+3£l4723¢2l3) haé = (a)
—1 SET har <¢ (b)
(32)

w(&, x) lehajlas-fuggveny széertéke parcidlis derivalassal meghatarozhat6,melynek
soran az alabbi eredményeket kapjuk:

r=xc=(V2-1) (33)
teherallas fennallasa esetén keletkezik maximalis lébgjl= - helyen:

= =(W2-1) (34)

A maximalis lehajlas értekét, ésé- (32) egyenletbe vald visszahelyettesitésével
kapjuk:

1(v2—-1)*(2v2 - 3)
3 EI

W(E, T)mae = w(€c, 1c) = FI? (35)

11



-0.0(

) —0.01

5. abra.
Atartdw(, z) lehajlasfuggvénye

3. Osszefoglalas

A dolgozatban egy hosszusagu, egyik végén befogott, masik végénay@ignegta-
masztott, a gogtodl « tavolsagra, egyetlen koncentralbeel terhelt, allando kereszt-
metszetl konzolon kerestem a teher legkedilenebb helyzeteit, kis elmozdulasok
feltételezésével, melynek soran az alabbi eredményetattgm:

A) képlékeny csuklok keletkezése, = (v/2 — 1)1 teherdllas esetén egyidejlileg
kovetkezik be

B) a tarton maximalis nyomatéksz = é\/ﬁl teherdllas esetén, a befogas helyén
lép fel, értékeM s = 1/3F1

C) atarton maximalis lehajlas: = (v/2 — 1)l, azazz 4 értékkel azonos teherallas

esetén keletkezik a teher alatt, Ertéke, =) = %%Fﬁ”.
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4. Melléklet

A dolgozat melléklete harom Maple-fajl forméjaban elégreehttp://www.szt.bme.hu/fekete
cimen.
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